TEMA 3: CINEMATICA DE LOS FLUIDOS 2011

MECANICA DE LOS FLUIDOS TEMA 3

Cinemética de los fluidos. La cinematica de los fluidos trata del movimiento de los mismos sin
considerar las causas que lo forman. Se especializa en las trayectorias, velocidades y
aceleraciones.

Métodos de Lagrange y Euler:

En la mecénica de los fluidos se puede estudiar el problema de dos formas: Método de Lagrange
y Método de Euler.

Método de Lagrange: en este método se estudian las variables de una particula de fluido
siguiendo a la misma a lo largo de su trayectoria: es decir que se considera el vector posicién y el
vector velocidad a lo largo del tiempo. Se sigue a la particula en movimiento. Esta técnica es
compleja y se usa en ciertos estudios de la mecanica de los fluidos como el seguimiento del
rastro de los escalares pasivos en un flujo (aplicado por ejemplo a la migracién de residuos en un
rio o al seguimiento de una marea negra); estudio de la dindmica de los gases enrarecidos durante
el reingreso a la atmdsfera de una nave espacial), el estudio de los gases de combustion en un
motor, turbina o caldera, estudio de la evolucion de vapor en una cafieria, estudio de la evolucién
de liquidos en una turbina hidraulica o una bomba centrifuga. En otros campos seria el de la
seguridad por ejemplo el monitoreo de la posicién y velocidad a lo largo del tiempo de una flota
de camiones.

Método de Euler: en este caso se considera un espacio denominado volumen de control fijo en el
espacio. El fluido ingresa a ese volumen de control y sale del mismo. En este caso no se miden
las propiedades de las particulas por separado sino que se definen variables de campo, que son
funciones del espacio y del tiempo dentro del volumen de control. Este método se usa para
estudiar el comportamiento del fluido dentro de un espacio definido por limites fisicos tales
como el flujo y las pérdidas dentro de una valvula, comportamiento del fluido en la salida en un
orificio, cafierias, etc.

Sistema fluido

Se refiere a una masa especifica de fluido que se encuentra dentro de contornos definidos por una
superficie cerrada. En este caso la forma de un sistema puede cambiar con el tiempo por efectos
diversos. Este concepto se usa para el estudio lagrangiano de los fluido en especial la evolucion
de los fluidos compresibles, no compresibles en transitorios y los fluidos mixtos.

Volumen de control

El volumen de control es un espacio definido que no se mueve ni cambia de forma. Esta limitado
por una superficie fija llamada superficie de control. La forma y el tamafio son arbitrarios. El
fluido entra y sale de este volumen de control a traves de dos 0 més porciones de la superficie.
Este concepto se usa para el método de Euler para el estudio del movimiento de los fluidos por
ejemplo alrededor de una valvula, en una boquilla de descarga, una seccion de cafierias, una
superficie en contacto con un fluido, etc.
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Relacién entre sistema y volumen de control: esta relacion se conoce como teorema de Euler y es
una ecuacion basica para estudiar los sistemas que varian en el tiempo.

Sea X una propiedad cualquiera del fluido por ejemplo masa, cantidad de movimiento, energia.
En el instante t esa propiedad en la volumen ocupado por la superficie de control es Xy Y se
representa como X vc. En el instante t+ At el valor de la propiedad sera X giiag, Y estara
constituida por la propiedad que estd dentro del volumen de control, mas la cantidad de
propiedad que haya entrado por la superficie de control menos la cantidad de propiedad que haya
salido. En simbolos:

Xo =Xvew

X s (trA) = X v C (thAD) + AXyve ingresante _ AXvc saliente

Xs wran - X = Xve @wan - Xve @ + AXve ingresante_ Ay, . saliente
Dividiendo por At y tomando limite para At tendiendo a 0.

8X3/6t = SX VC /6t —+ SXVC ingresante/&[ . SXVC saliente/st

Esta ecuacion permite estudiar las variaciones que se producen dentro de una superficie de
control.

Tipos y definicion de flujos
Flujo ideal y real: el primero es el flujo que se verifica en un fluido ideal, donde la viscosidad es

nula (no hay efectos viscosos y de frontera). El flujo real por el contrario considera los efectos de
la viscosidad.
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Flujo compresible e incompresible: el fluido incompresible considera que la densidad es
constante y se verifica en los liquidos. El flujo compresible tiene en cuenta la compresibilidad y
se aplica principalmente a los gases.

Flujo estacionario y no estacionario: en el flujo estacionario las propiedades del fluido en cada
punto no varian con el tiempo. Pueden variar con la posicion. Por ejemplo dP/dt = 0 dv/dt = 0
pero puede ser que dP/dx #0 o dv/dx #0. También se llama movimiento o flujo permanente.

En el flujo no estacionario las propiedades varian con el tiempo (dP/dt #0 o dv/dt #0): Otro
nombre es flujo impermanente.

Flujo mixto: es aquel en donde se mueven en paralelo liquidos y gases, liquidos o gases con
solidos en suspension, liquidos con distinta densidad que forman fases inmiscibles o bien gases
con distinta densidad, por ejemplo aire y CO, 0 aire y gases volcanicos.

Flujo a presion y flujo por gravedad: el primero implica que el fluido se mueve por efecto de la
presion solamente. En el segundo interviene la accion de la gravedad. Los gases se mueven
principalmente por efecto de la diferencia de presiones y los liquidos se pueden mover por
ambos efectos. En los flujos mixtos de gases en la naturaleza (aire y gases volcanicos) el efecto
de la gravedad es el que mueve los mismos como si fueran liquidos por un canal.

Flujo espacialmente constante y espacialmente variable: el primero es cuando la densidad del
fluido y la velocidad media local del flujo son idénticas en todos los puntos del campo fluido.
Espacialmente variable es cuando no se verifica que la densidad y la velocidad media local no
son identicas (se considera a la velocidad como magnitud vectorial)

Flujo laminar: en este caso el fluido se mueve desplazandose una capa respecto de la otra en
forma longitudinal y paralela sin que exista movimiento de fluido en una direccion diferente (por
ejemplo transversal). Este movimiento se puede visualizar mediante una baraja de naipes en
donde cada componente se desplaza paralelo al otro.

Flujo turbulento: en este caso existe un componente de la velocidad que tiene una direccion
diferente a la del flujo general y se produce mezcla de fluido en sentido transversal al flujo.
Experiencia de Reynolds: en esta experiencia se introdujo un filamento de colorante liquido en
una corriente de fluido y se vario la velocidad de la misma. A bajas velocidades se observa que
el filamento de colorante se mantiene paralelo a la direccion general del fluido. Si se aumenta la
velocidad se observa que el filamento se curva y forma remolinos, mezclandose con el fluido y a
partir de cierta distancia el fluido adquiere una coloracién uniforme. En el primer caso se observa
un flujo laminar y en el segundo caso se observa un flujo turbulento. Mientras mayor sea la
viscosidad del fluido, el flujo laminar se mantendra a mayor velocidad. Se define un pardmetro
denominado numero de Reynolds como Re= D.v.p/u en donde p es la viscosidad, p es la
densidad, v la velocidad del fluido y D una longitud caracteristica que en este caso es el diametro
de la cafieria. En funcién de este parametro se dice que existe flujo laminar cuando Re < 2000,
flujo turbulento cuando Re > 4000 y flujo de transicion cuando 2000 < Re < 4000. En ciertos
experimentos los autores han fijado limites mayores de Re para el flujo laminar y para el flujo
turbulento, pero estas condiciones son especiales y se dan en casos particulares de la fisica de los
fluidos y en condiciones que no son estables, cualquier perturbacion externa produce un cambio
en las condiciones de flujo. Los limites indicados acé son los que corresponden a la ingenieria.

Flujo uniforme o variable: esta clasificacion se usa en canales abiertos: flujo uniforme es aquel
que la forma y dimensiones de la seccidn transversal se mantiene constante.
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Flujo supersonico y subsénico: el flujo subsénico es aquel en que la velocidad del fluido o de
una particula en un fluido estacionario es inferior a la velocidad de precesion C conocida
también como velocidad del sonido. Esta es la velocidad a la que se traslada una onda de presion
en un fluido compresible y depende de las caracteristicas y propiedades del mismo. Es
supersonico cuando supera esta velocidad.

Flujo rotacional o irrotacional: el flujo irrotacional se puede describir brevemente como aquel
en que cada elemento no sufre una rotacion neta entre dos instantes en condiciones determinadas.
Requiere un tratamiento matematico que sera detallado més adelante.

Consideremos un sistema de control de forma cubica y analicemos una cara que se deforma

o
a—udydt
dy
D
. sag]
dy+a—vdydt Tiempo: ¢ -t
dy
5
ézdxdr
X
A B
L—dx+§zdxdt
ox
da=BB’/dx =

BB’ = ((0v/ox)dx) dt reemplazando

do = ((0ov/0x)dx) dt/ dx =(ov/0x) dt

La velocidad angular es o, = Aa/At = 0v/0x
Por otro lado

dp=DD’/ dy

DD’= ((- ouw/dy)dy) dt (signo negativo porque u se dirige en sentido contrario a la rotacion)
reemplazando

AB = ((- du/dy)dy) dt/ dy = - (0u/dy) dt
La velocidad angular es wg = dp/dt = - du/oy
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La velocidad angular promedio es
®z = (1/2) ( Ov/0x- du/dy)

De la misma forma podemaos trabajar para las otras dimensiones:

oy = (1/2) ( 0u/dz- Ow/OX)

ox = (1/2) ( ow/0y- 0v/0z)

El flujo se dice irrotacional si las velocidades angulares son nulas, es decir
ox = 0y = o= 00 lo que es lo mismo:

OW/0Y- 0v/0z = 0u/0z- OW/0x = Ov/0x- O0u/Oy = 0

Lo que se verificara cuando

OW/0y = 0v/0z; 0u/0z = O0w/0X; Ov/OX = Ou/Oy
Vectorialmente:

[ j k
o="%(rotM)="%|0/0x 0/0y 0/0z

u \Y w

Para que el movimiento sea irrotacional se debe verificar que el determinante sea cero.
Vectorialmente: rot @ = 0.

Desde el punto de vista fisico la particula puede rotar y deformarse. Si solamente rota o se
deforma de tal manera que la velocidad angular de deformacién sea nula el flujo es irrotacional.
Acéa hay que tener cuidado porque algunos autores colocan como ejemplo de movimiento
rotacional al juego conocido como vuelta al mundo en donde las sillas giran alrededor de un eje
manteniendo el asiento horizontal. Si se analizan las deformaciones son nulas y por lo tanto el
movimiento es irrotacional.

Trayectoria
Se define como trayectoria a los sucesivos puntos que ocupan en el espacio una particula de
fluido durante el tiempo. Indica la posicion de la particula a lo largo del tiempo.

Lineas de corriente

La linea de corriente es la tangente a los vectores velocidad de un grupo de particulas de fluido.
No coincide con la trayectoria excepto en los flujos estacionarios.

Dado que la linea de corriente es tangente al vector velocidad, ninguno de ellos la atraviesa por
lo que la misma se dice que es impermeable
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Tubo de corriente

Es un conjunto de lineas de corriente.

Caudal o cantidad de flujo

Es la medida de la masa (caudal mésico) o volumen (caudal volumétrico) que atraviesa un area

definida por unidad de tiempo.
Normalmente esta coincide con la seccién transversal de un tubo de corriente.

Normal unitario n

dA /A\

(a) ®
Fisicamente se define el caudal masico como masa por unidad de tiempo y el caudal volumétrico
como el volumen por unidad de tiempo, en ambos casos medidos al atravesar una superficie
normal a la direccion del desplazamiento. EI concepto se aplica a fluidos y solidos.

Matematicamente:
Caudal masico dG = dm/dt = pdA.ex/dt
Pero dx/dt =\ (velocidad)

dG=pdAM=pdAcosOV

G=p j dA. M =p A cos 0 V donde A es el area media normal al vector desplazamiento
Dimensiones: [G] = [M]/[T]

Unidades : kg/s; ton/hr, slug/s; g/s

Caudal volumétrico

dQ = dv/dt = dA.dx/dt

Pero dx/dt =\ (velocidad)

dQ=dANM= dAcosOV

Q= ,[ dA. M = A cos 0 V donde A es el area media normal al vector desplazamiento
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Las dimensiones son [Q] = [L]¥/[T]

Unidades: m%/s, cm®/s, pie*/s

Relacién entre caudal mésico y volumétrico

De las ecuaciones de los mismos podemos definir que G = pQ

Ecuacion de continuidad para fluidos compresibles e incompresibles

La ecuacion de continuidad en Mecanica de los Fluidos es la expresion matematica del principio

de conservacion de la masa. Consideremos un tubo de corriente y dentro de él tracemos una
superficie de control con su correspondiente volumen de control

P2V

(@) (&)
En el instante t la masa que hay en el tubo es my¢ y en el instante t +dt ha variado por el ingreso
de dm ¢ " por un extremo y dm . **° por el otro extremo aplicando el teorema de Euler
podemos escribir
dmg/dt = dmyc/dt + dm ¢ ""9"%/dt —dm . *9"*/dt

De acuerdo a la fisica newtoniana (sin considerar los efectos de la relatividad en los la masa se
transforma en energia) la masa se mantiene constante, por lo que

dmg/dt =10

Por otro lado como no hay reaccién quimica dentro del volumen de control y las paredes
laterales del tubo son impermeables (no hay salida ni ingreso de materia por esa superficie lateral

dmyc/dt =0
luego

dmye M9°/dt —dmy, 9°/dt = 0
dmye "t = pyArdxy/dt = p1AVs
dmye 9%/t = poAgtXa/dt = paAsV

reemplazando
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p1A1V1 = p2A2V;

Definimos el caudal masico como G = dm/dt = p;A;dx/dt = p1A1V1
Para fluidos incompresibles p; = p»

AV =AV,
Y definimos el caudal volumétrico como

Q =dV/dt = AldX/dt =AVi
Luego para fluidos compresibles podemos escribir G; = G,
Mientras que para incompresibles Q; = Q>

Esta forma de la ecuacion de la continuidad se utiliza para flujo en cafierias o dentro de
contornos solidos. Esta ecuacion es valida para fluidos ideales y para fluidos reales en los cuales
se considera la velocidad media para V y no la instantanea que varia a lo normalmente a la
direccion del tubo de corriente.

Para el caso de flujo en contornos abiertos la misma se debe expresar en forma diferencial en tres
direcciones como se demuestra a continuacion.

Consideremos un cubo elemental de lados Ax, Ay y Az. Consideremos las caras perpendiculares
al eje X'y analicemos el flujo en estas caras.

Por la cara de la izquierda ingresa un flujo o caudal masico puAyAz y por la cara derecha va a
salir un flujo masico {pu+{d(pu)/0x]}AyAz (el caudal masico varia en -[0(pu)/0x]} AyAz para ese
eje.

Repitiendo ese razonamiento para cada eje tenemos y aplicando el teorema de Euler:

Eje X: puAyAz - {pu+[d(pu)/0x]}AyAz = Op/ot AyAz
Ejey: pvAxAz - {pv+[0(pv)/0y]} AxAz = Op/0t AxAz
Eje z: pwAxAy - {pw+[0(pw)/0z]} AxAy = Op/ot AxAy

Donde u, v, w son los componentes del vector velocidad = ui +vj + wk

Si dividimos la primera ecuacion por AyAz, la segunda por AxAz, y la tercera por AxAy y
sumando miembro a miembro

pu - {pu+[d(pu)/Ox]} + pv - {pv+[A(pv)/Oy]} + pw - {pw+[d(pw)/0z]} = Op/Ct
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distribuyendo
- [O(pu)/Ox] - [O(pV)/0y] - [0(pwW)/0z] = Op/ot

Como 0Op/ot =0 la sumatoria debe ser 0 también. Multiplicando por -1 y distribuyendo:

u Op/ox +v Op/oy + w Op/oz + p (u/ox + ov/dy + Ow/dz) = 0

Esta es la ecuacion de continuidad para flujo compresible estacionario. Vectorialmente
div(pM¥) =0

Para flujo incompresible p = constante, Op/0x = Op/0y = 0p/0z =0

Ou/ox + 0v/oy + ow/oz =0

Vectorialmente div ¥=0

Condiciones para el flujo ideal

1- Satisface la ecuacion de continuidad

2- Satisface la segunda ley de Newton en cualquier punto en cualquier instante.

3- Ninguna frontera sélida puede ser penetrada por el flujo ni pueden existir vacios entre el
fluido y la frontera.

Velocidad y Aceleracion

En un campo tridimensional las velocidades pueden variar tanto en magnitud como en direccion.
Cada componente del vector velocidad \ se puede escribir como.

M (Xy,2) U (xy.2) +V (Xy.2) +W (X,y,2)

Donde

Uest = U (X,Y,2)

Vest =V (X,Y,2)

West = W (X,Y,2)

la aceleracion se define como

aest = d [V (X,y,2)]/dt = (8M/0x) (dx/dt) + (BM/dy) (dy/dt) + (6M/0z) (dz/dt)
Como dx/dt = u; dy/dt = v; dz/dt = z la ecuacion se puede escribir:
Aest = U OM/OX + V OM/0y + W OM/0z

Donde cada componente es

(a)est = U (BU/OX) + v (3v/3y) + W (Ow/0z)

(ay)est =u (Ou/0x) + v (OV/0y) + w (OW/0z)

(@z)est = u (Cu/0x) + v (Ov/0y) + w (OW/0z)
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La aceleracion podemos dividirla en dos tipos: convectiva (por efecto de la traslacién) y local
por efecto de la rotacionalidad)

La aceleracion convectiva tiene dos componentes: tangencial (aumenta la velocidad a lo largo de
la linea de corriente) y normal (cambia la direccion de la linea de corriente).

Si se considera una curva o una linea de corriente conviene colocar el eje x en coincidencia con
el vector velocidad que es tangente a la linea de corriente

\Y

< Vn

a = dVy/dt = (dV/dt) . (ds/ds) = (dV/ds) . (ds/dt) = Vs . dV/ds = % d (V:2)/ds
an = dV,y/dt = dV,/dt ds/ds = dV,/ds ds/dt = Vs dV,/ds

do = ds/r = AV, /Vs =dVn/ds = Vs/r

an = Vs.Vlr = (Vs) °Ir

La aceleracion total serd la suma de la aceleracion convectiva y local con dos componentes:
tangencial (T) y normal (N).

ar = % d (Vs9)/ds + dVi/dt

an= (V) 2/r + dV,/dt

donde dV/dt y dV,/dt son los componentes tangencial y normal de la aceleracion local.
Relacion entre la aceleracion y el gradiente de presién

Consideremos una cafieria en donde circula un fluido ideal en movimiento irrotacional, por lo
que no hay efectos de la aceleracion local. Las areas A; y A, son iguales

PA; [P + (3P/ds). ds] .Az

l¢ »|
[~ g

ds
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Sabemos que una fuerza derivada de la presion es F= PA, del gréafico anterior
Fs=PA-[P + (0P/0s). ds] .A como A; = A=A

FJ/(A.ds) = - (OP/0s) = fs (fuerza por unidad de volumen)

Por la segunda ley de Newton:

- (OP/0s) =p. as

- (OP/0s) =p. an
Reemplazando los valores de a5 y a,

- (6P/Bs) =p [Vad (VsD)/ds]
- (6P/s) = p. [(Vs) 4] = p Vs dV,/ds

Despejando e integrando

2 2
J-ap=]  (o/2)d [(VIdS] = PorPy=p/2 (Vi + V)
1 1

- (BP/8s) = p. [(Vs) 2] + p [ d (VsD)Ids] - p [ d (Vs2)/ds]
Reordenando

- (6P/Bs) = p. Vs [dV/ds - dV/ds] + p [% d (Vs))/ds]
dV,/ds - dV/ds = 0 por irrotacionalidad

- (OP/6s) = p [ d (V$2)/ds]

2 2
J-ap=]  (o2) d1(VRds] = ParPy= pr2 (Vi + Vird)
1 1

P:+ (p/2) Vsi? =P, + (p/2) Vs,* Energia de la linea de corriente

Cuando el movimiento es irrotacional la energia de la particula es constante para cualquier linea
de corriente (este concepto se aplica sobre una linea de corriente).

Funcion Potencial y funcion de corriente

La velocidad angular resultante de un movimiento rotacional era:
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i j k
o=Y(rotM)=%|o/ox 06/dy oloz| =Y2 (M XM)

u \Y w

® = Y2[( OW/0y- 0v/0z)i + (Ou/Oz- OW/0x)] + ( OV/Ox- Ou/dy)K]
Si definimos una funcién ¢ tal que

¢ =0 (xXy.2)

en donde se cumple que

u = 0¢p/0X

v = 0¢/0y

W = 0p/0z

Si esta funcidn existe y cumple con la condicion de que @ = 0 (flujo irrotacional) se denomina
funcién potencial.

Consideremos el plano yz

do =vdy + wdz = (0¢/dy) dy + (09/0z) dz

M =vj+wk =(8¢/0y)j + (6p/ozk=  V ¢ (gradiente de @)
Vemos que la velocidad es el gradiente de la funcién Potencial

Por la condicion de irrotacionalidad

RotV=Vx(V.9)=0

Reemplazando

de = (0¢/dy) dy +(09/0z) dz = 0 entonces ¢ es contante y por lo tanto es una superficie
equipotencial de valor ¢.

div (¢) = M X M = 0v/dy + dw/oz = 8°pldy” + %¢loz* =% ¢ =0
V 2¢ se denomina Laplaciano

Concluyendo si el laplaciano de una funcion ¢ es igual a cero, dicha funcion es potencial y si su
rotor es cero, la misma es irrotacional.

Definimos la funcion de corriente como aquella y = y (y,z) tal que en el plano yz cumple con

vV =0y/0z
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W = - Oy/0y
dy = (0y/dy). dy + (0y/0z). dz = - wdy + vdz = vdz -wdy
Si dy = 0 entonces y = constante

div (y) =¥ XM =0v/0y + ow/0z =0 la divergencia de la velocidad es igual al laplaciano de la la
funcidn de potencial y de corriente

div (y) =M X M = (&% y/0yoz) - (6*y/dzdy) =0
Consideremos lo siguiente

v =dy/dt ; w =dz/dt

dt = dy/v = dz/w

considerando las dos Gltimas igualdades

vdz — wdy = 0 que es la funcion de corriente
Supongamos dos lineas de corriente

dn es un diferencial exacto y V es la velocidad del flujo
V dn = vdz — wdy = (0y/0z) dz + (oy/dy) dy = d yo

El incremento entre dos lineas de corriente es igual al caudal volumétrico que circula entre ellas
dos.

Superficie de control
(unidad de longitud
perpendicular al papel)
dQ=(Ven)dA=dy

V=iu+jv
ly dx
a ' ds?

La interpretacion geomeétrica de una funcion de corriente: es el flujo volumétrico a través de un
elemento infinetesimal de superficie de control.
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TEMA 3: CINEMATICA DE LOS FLUIDOS 2011

Red de corriente

Es el conjunto de lineas de corriente y lineas de potencial. Se caracteriza porque las lineas de
corriente son perpendiculares a las lineas de potencial.

De la ecuacion de funcidon de corriente

dy =vdz —wdy = 0de donde dz/dy =wl/v
de la funcion de potencial

de =vdy + wdz=0 de donde dz/dy = - viw

Con lo que vemos que las pendientes de las lineas de corriente son inversas y opuestas a las de
las lineas de potencial, por lo que estas lineas son perpendiculares entre si.

Ejemplos de red de corriente

Lineas 5
equipotenciales

; kCuadravdo
aproxjmado

10

. Lineas de
corriente
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TEMA 3: CINEMATICA DE LOS FLUIDOS 2011

Esquina Codo reductor

Ingreso a una boquilla vertical

Uso v limitaciones de la red de corriente

La red de corriente se caracteriza por representar las lineas de corriente y las lineas de potencial
(que son perpendiculares). En un flujo estacionario representan ademas las trayectorias.

Las lineas de corriente se deben adaptar al contorno del objeto so6lido que restringe el
movimiento del fluido, ademas si este cambia de direccion, lo mismo hard la linea de corriente.
Las lineas equipotenciales son perpendiculares a la linea de corriente y en el caso del contorno
rigido dado que la linea de corriente es paralela a esta superficie, la linea de potencial es normal
a la superficie.

Consideremos un flujo plano en donde la separacion entre lineas de corriente i e i+1 es An;.
Consideremos ademas un espesor unitario. El caudal entre las lineas de corriente es constante. En
este caso al aplicar la ecuacion de continuidad tenemos:

ViAni 1=V i+1 Ani+1 1
Simplificando
ViAni =V is1 Aniy

Luego si analizamos mientras mas cerca estén las lineas de corriente entre si (menor An) mayor
sera la velocidad.

De este razonamiento se deduce que al ingresar a un angostamiento (por ejemplo una reduccion)
las lineas de deben acercar entre si, mientras que al aumentar la seccion estas se separan y la
velocidad del fluido disminuye.

La red de flujo se disefio para el caso de fluidos ideales y se puede usar para los fluidos reales
cuando se puede trabajar lejos de los contornos en donde se producen los efectos viscosos mas
importantes (generacion de la capa limite). Cuando se produce una restriccion las lineas de
corriente siguen aproximadamente el contorno pero no a la inversa y en este ultimo caso se
produce un fendmeno llamado desprendimiento de la capa limite, que se estudia mas adelante
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TEMA 3: CINEMATICA DE LOS FLUIDOS 2011

(unidad 5). En la figura siguiente se observa la separacion de las lineas de corriente y formacion
de estelas.

 Separacién en un flujo divergente. a) Formaci6n de remolinos en un canal divergen-
te. b) Estelas turbulentas. ey : : Scntohn

Punto de
separacion

Circulacién

Supongamos un campo fluido bidimensional, donde L es una curva cualquiera.

Se define la circulacion como

r = (j.) M.dL= CJSVCOSB .dL
L L

Esta integral es a veces complicada de realizar. Se ven a continuacion algunos ejemplos sencillos
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TEMA 3: CINEMATICA DE LOS FLUIDOS 2011

1. Integracién en una circunferencia (linea de corriente circular)

Vs
21 2n 2n
F=IVS.dS:IVsrd9=I ordr=2nor’
0 0 0

I['nr*=20= VxV Todos los movimientos que tienen rotacion son rotacionales.

2. Integracion en un sector circular

B C B C D A
- r =IAVS ds+_LVs ds-I\C/s ds-I\D/s ds

0 0
I'= _[ o r1r1dO - _[0) 1y od0 = 0)9(1‘12-r22)
0 0

3. Consideremos una funcién potencial como rotacional (circuito circular caso 1)

V = dy/ds = dy/rd0 = kd6/rd0 = k/r

Vr= k esta funcion se Ilama droll y es el momento del vector velocidad

21 2n
FZI VSdSZI(k/r)rd9=2nk
0 0

La circulacion es constante

4. Consideremos el mismo razonamiento con otro circuito (sector circular caso 2)

B D 0 0
I = ,[ Vs ds - ,[ Vs ds = ,[ (K/rq) r1d6 - I (K/ry) rodd =0 irrotacional
A C 0 0

Conclusion: cuando el movimiento contiene al centro de rotacion I' # 0 el movimiento es
rotacional y cuando no contiene el centro de giro I' = 0.
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TEMA 3: CINEMATICA DE LOS FLUIDOS 2011

Flujos sencillos

1- Corriente uniforme en la direccién del eje x

Una corriente uniforme en la direccién del eje x uniforme ¥ = ui. EI campo de potencial como
las lineas de corriente se determinan como:

u= 0p/0x = oy/0y v =00/0x =-oy/ox =0
Corriente uniforme ui Y= uy ¢ = ux
LB 1 a1 % o
S L i
R ) S Vit S T R e i
=ttt
-
e WS TS S N S T
i S P
ol (| Il

—_—
—— e

2- Fuente o sumidero en el origen

La fuente se define como un punto en donde se genera un flujo radial uniforme saliente. El
sumidero es similar pero con un flujo entrante. En este caso conviene usar coordenadas polares
pues no hay velocidad circunferencial. A una distancia radial r, considerando un caudal Q
constante y una altura o espesor unitario, la velocidad es.

Vi = Q/(2nrl) = m/r = (1/r). Oy/06 = Op/or
Vo =0 =-0y/or = (1/r) Op/00
las funciones quedan
y =mb y ¢o=mlinr
donde m = Q/2=m es constante (consideramos un espesor unitario)

Para el sumidero las lineas de corriente cambian de signo
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TEMA 3: CINEMATICA DE LOS FLUIDOS 2011

3- Vortice libre o torbellino irrotacional
Un vortice libre es un flujo circulatorio puro donde vy = f(r) y v; = 0. Hay muchas distribuciones
de velocidad pero tenemos que vy = k/r (verifica la ley de droll), la funcion de corriente y el
potencial de velocidad son:

Ve =0 = (1/r). y/00 = 0¢/or vo = KIr = -0y/ér = (1/r) 8¢/d0

y=—klInr ¢ =ko0

Y 7

Otra forma del vértice libre

Para un vortice forzado la superficie tenia la forma de un paraboloide de revolucion. La parabola
que lo representa es y = ®r*/(2g)

En el caso del vortice libre consideremos el efecto de la fuerza centrifuga
df = dm o’r = pdAdr or

dP = df/dA = pdr o’
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TEMA 3: CINEMATICA DE LOS FLUIDOS 2011

dP/dr = p @°r

Cuando se vi6 aceleracion la energia a lo largo de esta linea de corriente es
P + pv?/2 = constante (mov irrotacional)
Derivando respecto de r

dP/dr + pvdv/dr =0

dP/dr = -pvdv/dr

p w’r = -pvdv/dr

v/r = dv/dr

Reordenando

dr/r + dv/v = 0 integrando
Inr+Inv=cte

vr=e® =k verifica la ley del Droll
Volviendo a la ecuacion

dP = p V¥/r dr = (y/g) (K¥/r®) dr

dP/y = dy = k*/(gr®) dr

y = k%/(2gr®)

Esta ecuacidn es una hipérbola
Consideremos la ecuacion de la energia
P + pv?/2 = P (X) — pv?/2 = cte para x muy alejado v =0
P =P (®) — pv?/2

Reemplazado v por k/r

P =P () — pk?/2r®

Cuando r tiende a 0, P tiende a -0

Esta condicion no se da en la realidad. En las proximidades del eje se comporta como un vortice
forzado.
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TEMA 3: CINEMATICA DE LOS FLUIDOS 2011

Vortice forzado Vortice libre Vortice real

Distribucién de velocidades

A
\Y

>
X

El punto en donde se produce el cambio de vortice libre a forzado esta dado por
Yrorzado= Y tibre = K°/(291°) = °r*/(29)

K?(r?) = @?r?

KYow’=r* dedonde r="(ko)

Superposicién fuente mas sumidero de iqual intensidad

Cada flujo analizado anteriormente es un flujo irrotacional incompresible se verifica que las
ecuaciones de Laplace se verifican. Se pueden superponer sus efectos. Matematicamente es una
suma

Consideremos una fuente de intensidad +m situada en un punto de coordenadas (x,y) = (-a,0) y
un sumidero de intensidad —m situado en coordenadas (X", y') = (0, a) la funcién de corriente (en
coordenadas rectangulares) es:

WV =V fuente T W Sumidero = M 1g ! [y/(x+a)] - m tg N [y/(x-a)]
La funcidn potencial es:
@ = Qfuente T Psumidero = Yam In[(x+a)2 +y2] —Y2min [(X+a)2 + yz]
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usando identidades trigonométricas y logaritmicas las funciones quedan:
y=-mtg ™" [ 2ay/(x* +y* - a’)] =

v = -(m/r) sen 0

¢ =Y:mIn {[(cta)’ + yI/[(x-a)+y’I}

¢ = (m/r) cos 0

Sumidero mas torbellino en el origen

Esta combinacién se puede observar en la naturaleza. Se adapta bastante bien al movimiento de
un tornado o al desagtie de una bafiera.

y=mb —klInr y ¢=mlnr+k0

Las lineas de corriente y equipotenciales forman dos familias ortogonales de espirales
logaritmicas. En el centro del torbellino real la ecuacion predice una velocidad infinita pero el
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TEMA 3: CINEMATICA DE LOS FLUIDOS 2011

flujo circulatorio es rotacional y se puede aproximar como un movimiento como solido rigido
(vortice forzado)
Una aplicacion de esta combinacion es el disefio de la voluta de una bomba centrifuga.

Corriente uniforme mas fuente en el origen: cuerpo infinito de Rankine

En este caso se suman las corrientes. Las ecuaciones son:
y=ursen 6+ mo y ¢=ursend +minr

el cuerpo formado no es una elipse, la semianchura aguas abajo en un punto muy alejado esta
dado por mm/U y el radio es:

r =m(n-0)/u sen 0
Las componentes cartesianas de la velocidad son

u=0¢p/0y =u+ (m/r) cos 0 y v =-0¢/0x = (m/r) sen 0

U (mdx) = 1,260

Dipolo v corriente uniforme

Consideremos el flujo uniforme en coordenadas polares para el dipolo y para el doblete
@=ux=urcosb ¢ = (k/r) cos 6

y=uy=urseno v = (-k/r) sen 6

¢ = ux + (k/r) cos 6 = ur cos 0 + (k/r) cos 6 = cos O( ur+ k/r)

v =uy + (-k/r) sen 6 = ur sen 6 — (k/r) sen 6 = sen 0 (ur —k/r)

Para que y = 0 necesita ser cero la funcion sen 0 o el paréntesis

De la primera opcion

MECANICA DE LOS FLUIDOS (PETROLEO) .
MECANICA DE LOS FLUIDOS Y MAQUINAS HIDRAULICAS (INDUSTRIAL)
Ing. José Galvez Pagina 23 de 24



TEMA 3: CINEMATICA DE LOS FLUIDOS 2011

sen =0 cuando 6 =00 180 °
El paréntesis es cero cuando ur = k/r 0 bien r? =k/u de donde r =V(k/u) = a

La funcion de corriente cuyo valor es cero esta representada por un circulo de radio a con centro
en el eje X

La velocidad v esta dada por

v = Oy/or = usend + (k/r?) senf = sen 6 (u + k/r?)
por el droll k = ua®

v =sen 0 (u + ua’/r?)

para r = a (superficie del cilindro)

v=2usen0

para 6 =0°y 180° v =0, para 6 =90° y 270° v=2u

Campo fluido de una fuente y un sunndero de 1gua1 mtenmdad en un campo fluido
rectilineo umforme S representa un punto de remanso. : Ay
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