TEMA 3: CINEMATICA DE LOS FLUIDOS

La cinematica de los fluidos trata del movimiento de los mismos sin
considerar las causas que lo forman. Se especializa en las trayectorias,
velocidades y aceleraciones.
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Relacion entre sistema y volumen de control: teorema de Euler

Xsy =Xvecw

— ingresante _ saliente
X s (t+At) X VC (t+At) + AXVC J AXVC

X s (t+At) = X S(t) - X VC (t+At) - X VC (t) + AXVC |ngresante_ AXVC saliente

Dividiendo por At y tomando limite para At tendiendo a 0.

SX /Bt = X\, /5t + BX, . Moresante/St - §X, . saliente/t



Tipos y definicion de flujos

Flujo ideal: viscosidad nula

Fluido real: se considera el efecto de la viscosidad

Flujo compresible: se considera la variacion de densidad

Flujo incompresible: se considera densidad constante

Flujo estacionario: Estacionario dP/dt = 0 dv/dt = 0 pero puede ser que
dP/dx #0 o dv/dx #0.

No estacionario: No estacionario (dP/dt #0 o dv/dt #0)

Flujo mixto: dos o mas fases

Flujo a presion: el desplazamiento del fluido se produce por diferencia de
presion

Flujo por gravedad: el desplazamiento del fluido se efecto de la gravedad




Tipos y definicion de flujos

Flujo espacialmente constante: densidad del fluido y la velocidad media
local del flujo son idénticas en todos los puntos del campo fluido.

Flujo espacialmente variable: no se verifican las condiciones anteriores

Flujo uniforme: se usa en canales abiertos: la forma y dimensiones de |la
seccion transversal se mantiene constante

Flujo variable: no se verifican las condiciones anteriores

Flujo supersdonico: la velocidad del fluido o de wuna particula
desplazandose en un fluido estacionario es superior a la velocidad de una
onda de compresion o celeridad

Flujo subsdnico: la velocidad del fluido o de una particula desplazandose
en un fluido estacionario es inferior a la celeridad




Flujo laminar: en este caso el fluido se mueve desplazandose una capa

respecto de la otra en forma longitudinal y paralela sin que exista
movimiento de fluido en una direccién diferente (por ejemplo transversal).

Flujo turbulento: en este caso existe un componente de la velocidad que
tiene una direccion diferente a la del flujo general y se produce mezcla de
fluido en sentido transversal al flujo.

Experiencia de Reynolds:

Re = pVI/p Laminar Re < 2000 y turbulento Re > 4000



Flujo rotacional o irrotacional

' L d
A B
L——dx+ dexdr
ox

da = BB’/ dx

BB'= ((ov/dx)dx) dt

da = ((ov/ox)dx) dt/ dx =(av/ox) dt
w, = Aa/At = ov/ox

dB = DD’/ dy

DD’= ((- du/ay)dy) dt

AB = ((- du/ay)dy) dt/ dy = - (du/ay) dt
wg = dp/dt = - du/dy

w, = (1/2) ( ov/ox- duldy)
w, = (1/2) ( du/oz- ow/ox)
w, = (1/2) ( owldy- ovloz)



El flujo se dice irrotacional si las velocidades angulares son
nulas

w, = w, = w,=0 o lo que es lo mismo:

ow/ay- ovldz = oduldz- ow/ox = dv/ox- duldy = 0

Lo que se verificara cuando

ow/dy = ovloz; duldz = owlox; dv/ox = duldy

Vectorialmente:

i j k
w=%(rotM)=%|0d/0x 0/dy 09/0z
u Y W

w =rot¥=0



Trayectoria

Se define como trayectoria a los sucesivos puntos que ocupan en el
espacio una particula de fluido durante el tiempo. Indica la posicion de
la particula a lo largo del tiempo.

Lineas de corriente

La linea de corriente es la tangente a los vectores velocidad de un
grupo de particulas de fluido. No coincide con la trayectoria excepto en
los flujos estacionarios.

Dado que la linea de corriente es tangente al vector velocidad, ninguno
de ellos la atraviesa por lo que la misma se dice que es impermeable

Tubo de corriente
Es un conjunto de lineas de corriente.



Caudal o cantidad de flujo

Normal unitario n

Caudal masico

dG = dm/dt = pdA.dx/dt
Pero dx/dt =V (velocidad)
dG =pdA.V =pdAcos bV
G=pldA.V=pAcosBV
Dimensiones: [G] = [M]/[T]

Unidades : kg/s; ton/hr, slug/s;

Caudal volumétrico

dQ = dv/dt = dA.dx/dt

Pero dx/dt =V (velocidad)

dQ =dA.V = dAcos BV

Q=JdA.V=Acos 8V

Las dimensiones son [Q] = [L]3/[T], Unidades: m3/s, cm?3/s, pied/s
G =pQ



Ecuacion de continuidad para fluidos compresibles e incompresibles

@ P2 V2 @

dAZ = ﬁz'dAz

dm_/dt = dm, /dt + dm ,_ noeso/dt —dm _ coreso/cit o
dm/dt = 0
dm, /dt = 0

dm,, ingreso/dt —dm, ., e9reso/dt = 0

dm,, ingreso/dt = p, A, dx,/dt = p,A,V,

dm, . edreso/dt = p,A,dx,/dt = p,A,V,

Reemplazando para fluidos compresibles para incompresibles
P1ALV = PA,VY, AV = AV,

G = dm/dt = p,A,dx/dt = p,A,V, Q =dv/dt =Adx/dt=AV,



7 V0.
: Yol Pl Vo
Vectorialmente | ' l f ‘ 2.X: pulyAz - {pu+[d(pu)/ox]}AyAz = dp/ot AyAz

z Y :
L / Sy pVAXAZ - {pv+[3(pv)/3y]}AXAZ = dplat AxAz

2.z pWAXAy - {pw+[o(pw)/oz]}AxAy = dp/ot AxAy

Si dividimos la primera ecuacion por AyAz, la
X segunda por AxAz, y la tercera por AxAy y
sumando miembro a miembro

pu - {pu+[d(pu)/ox]} + pv - {pv+[d(pV)/dy]} + pw - {pw+[d(pw)/0z]} = dp/ot

- [8(pu)/dX] - [8(pv)/dy] - [0(pw)/dz] = dplét

Como dp/at = 0 la sumatoria debe ser 0 también. Multiplicando por -1 y distribuyendo:

u dp/ox +v dploy + w dploz + p (dulox + av/dy + ow/dz) = 0 (flujo compresible)

Vectorialmente

div(pV) =0  compresible



Para flujo incompresible p = constante,
dp/ox = oploy = dploz = 0

du/ox + avloy + ow/oz = 0

div.V=0 incompresible

Condiciones para el flujo ideal

«Satisface la ecuaciéon de continuidad
«Satisface la segunda ley de Newton en cualquier punto en cualquier instante.
*Ninguna frontera soélida puede ser penetrada por el flujo ni pueden existir

vacios entre el fluido y la frontera.



Velocidad y Aceleracion

En un campo tridimensional las velocidades pueden variar tanto en magnitud como
en direccion. Cada componente del vector velocidad V se puede escribir como.

V (xX,y,z) = u (x,y,2) +V (X,y,2) +w (X,Y,2)

la aceleracion se define como

a. = d [V (X,y,2)]/dt = (6V/ox) (dx/dt) + (aV/dy) (dy/dt) + (6V/oz) (dz/dt)

Como dx/dt = u; dy/dt = v; dz/dt = z la ecuacion se puede escribir:

A, = U 0V/ox + v dV/dy + w dV/oz

Donde cada componente es

(a,)e = U (AUlOX) + Vv (0V/0y) + W (0W/0Z)

())est = U (QU/OX) + v (Ov/dy) + W (0W/0z)

(a) g = U (OU/OX) + Vv (OV/IdY) + W (6wW/0z)

La aceleracion podemos dividirla en dos tipos: convectiva (por efecto de la

traslacion) y local (por efecto de la rotacionalidad)



La aceleracion convectiva tiene dos componentes: tangencial y normal
Si se considera una curva o una linea de corriente conviene colocar el eje x en

coincidencia con el vector velocidad que es tangente a la linea de corriente

_N Vn

a, = dv/dt = (dv/dt) . (ds/ds) = (dV /ds) . (ds/dt) = V. dV /ds = %2 d (V. ?)/ds
a, = dV /dt = dV, /dt ds/ds = dV /ds ds/dn = V_ dV /ds

do =ds/r = AV /V, = dVn/ds = Vs/r

a, = V. VJr= (V)2



La aceleracion total sera la suma de la aceleracion convectiva y local con dos
componentes: tangencial (T) y normal (N).

ar =% d (V2)/ds + dV /dt

ay = (V) ?r + dV /dt

donde dV/dt y dV_ /dt son los componentes tangencial y normal de la

aceleracion local.



Relacion entre la aceleracion y el gradiente de presion

/ \\ [P + (3P/ds). ds] .A,
> | <
PA, K

| <

«

>
g

ds

1 2

F.=PA-[P + (dP/ods). ds] .A como A, =A,=A
FJ/(A.ds) = - (dP/ds) =1, (fuerza por unidad de volumen)
Por la segunda ley de Newton:

- (dP/os) =p. a,

- (dP/os) =p. a,

Reemplazando los valores de a_ y a,

- (6Plos) =p [2d (V. 2)/ds]

- (0Plos) =p.[(V,) 2] =p V,dV /ds

Despejando e integrando



2

2
j-dP = _[ (p/2) d [(V2)ds] =P,-P,=p/2 (V2 + V ?)
1 1

-(0Plos) =p. [(Vy) 2]+ p[2d (VA)/ds] - p [2d (V2)/ds]
-Reordenando

- (6Plds) =p. V [dV [ds - dV /ds] + p [/2d (V2)/ds]
dV, /ds - dV /ds = 0 por irrotacionalidad

- (OPI3s) = p [ d (V2)/ds]
2 2

j dP = j (0/2) d [(VR)Ids] =P,-P, = p/2 (V,2+ V2
1 1

P, +(p/2)V,? =P, +(p/2) V2 Energia de la linea de corriente

Cuando el movimiento es irrotacional la energia de la particula es constante para

cualquier linea de corriente (este concepto se aplica sobre una linea de corriente).



Funcion Potencial y funcion de corriente

La velocidad angular resultante de un movimiento rotacional era

i j K
w=%(rotV)=%|dlox dldy adloz =% (Vx V)
u Vv W

w = Y2[( ow/dy- ov/oz)i + (duloz- ow/ox)j + ( ov/ox- du/dy)k]
Si definimos una funcién ¢ tal que

¢ =9 (XY2)
en donde se cumple que

u = d@p/ox
vV = 0@loy
W = d@p/oz

Si esta funcion existe y cumple con la condicion de que w = 0 (flujo irrotacional)

se denomina funcion potencial.



Consideremos el plano yz
do = vdy + wdz = (d@/dy) dy + (6¢p/oz) dz

MV =vj +wk = (3¢/dy)j + (0p/oz)k = (gradiente de @)

Vemos que la velocidad es el gradiente de la funcion Potencial
Por la condicion de irrotacionalidad

RotV=VXx(/9)=0

do = (9¢/ay) dy +(d¢p/oz) dz = 0 entonces ¢ es contante y por lo tanto
es una superficie equipotencial de valor .

div (@) =V x V = ov/dy + dwldz = 8°¢ld? + &%@loz? =\ /2 ¢ =0

\/ 2¢ se denomina Laplaciano



Definimos la funciéon de corriente como aquella @y = g (y,z) tal que en el plano yz
cumple con

vV = oyloz

w = - dy/ay

dy = (ow/ay). dy + (dw/oz). dz = - wdy + vdz = vdz -wdy

Si dy = 0 entonces Y = constante

div (¢) =V xV =o9vidy + ow/dz = 0 la divergencia de la velocidad es igual al
laplaciano de la la funcion de potencial y de corriente

div (@) =V x V = (02 y/oyoz) - (0%ylozay) = 0



Consideremos lo siguiente

v =dy/dt ; w=dz/dt

dt = dy/v = dz/w

considerando las dos ultimas igualdades

vdz — wdy = 0 que es la funcion de corriente

Supongamos dos lineas de corriente

dn es un diferencial exacto y V es la velocidad del flujo

V dn =vdz — wdy = (dy/dz) dz + (dy/dy) dy =d wo

El incremento entre dos lineas de corriente es igual al caudal volumétrico

gue circula entre ellas dos.



Red de corriente

Es el conjunto de lineas de corriente y lineas de potencial. Se caracteriza
porque las lineas de corriente son perpendiculares a las lineas de
potencial.

De la ecuacion de funcion de corriente

dy =vdz —wdy =0 de donde dz/dy = wl/v

de la funcidon de potencial

do =vdy + wdz = 0 de donde dz/dy = - viw




Ejemplos de red de corriente
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Uso v limitaciones de la red de corriente

VAn. 1=V ., ,An_ 1
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Circulacioén

Supongamos un campo fluido bidimensional, donde L es una curva cualquiera

Se define la circulaciéon como

r =¢ V.dL= é VcosPB .dL
L L



1.Integracion en una circunferencia (linea de corriente circular)

Vs
2n 2n 2n
I'=_[Vs.ds=IVsrd6=Iwrdr=2nwr2
0 0 0

Fmr2=2w=\/ xV Todos los movimientos
gue tienen rotacion son rotacionales.

2. Integracion en un sector circular

B c B C D A
' I'=IVsds+IVsds-IVsds-IVsds
A B C D
0 0

= wrr,do- Iw r,r,dd = wh(r %r,?)
0 0



3. Consideremos una funcion potencial como rotacional

Ve V =dy/ds = d/rd0 = kdB/rd0 = k/r

Vr=k esta funcion se llama droll y es el momento del
vector velocidad

PAL 2

Tt
=] Vsds=[(k/r)rdd=2mk
0 0
La circulacion es constante

4. Consideremos el mismo razonamiento con otro circuito

B C B D 6 6
[ =[Vsds-[Vsds=[(k/r;) r,dO - [(k/r,) r,d6=0
0 0

A C

irrotacional

Conclusion: cuando el movimiento contiene al centro de rotacion [ # O el
movimiento es rotacional y cuando no contiene el centro de giro [ = 0.



Flujos sencillos

«Corriente uniforme en la direccidon del eje x

Una corriente uniforme en la direccion del eje x uniforme V = ui. El campo de
potencial como las lineas de corriente se determinan como:

u= ap/ox = oy/ay vV =90¢p/ox =-oplox =0
Corriente uniforme ui W= uy ¢ = uUx
[ R T
W N e
R i S P s R
=ttt
e
e N R G T -
VRN S 10 il P O O
I 4 (S



Fuente o sumidero en el origen

La fuente se define como un punto en donde se genera un flujo radial
uniforme saliente. El sumidero es similar pero con un flujo entrante. En este
caso conviene usar coordenadas polares pues no hay velocidad
circunferencial. A una distancia radial r, considerando un caudal Q constante y
una altura o espesor unitario, la velocidad es.
v, = Q/(21r1) = m/r = (1/r). ow/o6 = dplor

Vg = 0 = -dypl/or = (1/r) dp/o6 2 il o
. ~
las funciones quedan /"X P \\ W
/) + 3
WY = m6 y @=minr / X S
g \ \
donde m = Q/21 es constante R SN
Lo ] Fo
(consideramos un espesor unitario) ¥ LK e & A
. , . \ e ol A / hy
Para el sumidero las lineas de corriente % e ] R
~ G o

cambian de signo S



*\/ortice libre o torbellino irrotacional
Un vortice libre es un flujo circulatorio puro donde v, = f(r) y v, = 0. Hay muchas
distribuciones de velocidad pero tenemos que v, = k/r (verifica la ley de droll), la

funcion de corriente y el potencial de velocidad son:

v, =0 = (1/r). dy/o8 = oplor Vg = Kir = -oy/or = (1/r) dp/ob
Ww=—-Klinr ¢ =k0




Otra forma del vortice libre

Para un vortice forzado la superficie tenia la forma de un paraboloide de
revolucién. La parabola que lo representa es y = w?r?/(29)

En el caso del vértice libre consideremos el efecto de la fuerza centrifuga
df = dm w?r = pdAdr w?r

dP = df/dA = pdr w?r

dP/dr = p w?r

Cuando se vio aceleracion la energia a lo largo de esta linea de corriente es
P + pv2/2 = constante (mov irrotacional)

Derivando respecto de r

dP/dr + pvdv/dr=0

dP/dr = -pvdv/dr

P w?r = -pvdv/dr

v/r = dv/dr



Reordenando

dr/r + dv/v = 0 integrando

Inr+Inv=cte

vr = e =k verifica la ley del Droll

Volviendo a la ecuacion

dP = p v2/r dr = (y/g) (k?/r3) dr

dP/y = dy = k?/(gr3) dr

y = k?/(2gr?)  Esta ecuacién es una hipérbola
Consideremos la ecuacion de la energia

P + pv2/2 = P (X) — pv?4/2 = cte para X muy alejadov =0
P=P(«)-pvi2

Reemplazado v por k/r

P =P («) - pk?/2r?

Cuando r tiende a O, P tiende a -

Esta condicion no se da en la realidad. En las proximidades del eje se

comporta como un vortice forzado.



Vortice forzado Vortice libre Vortice real
Distribucion de velocidades

A
\%

v



El punto en donde se produce el cambio de vortice libre a forzado
esta dado por

Yrorzado™ Y iibre = K*/(291°) = w?r?/(29)

k2/(r?) = w?r?

k2/w2=r* dedonde r="(k/w)



Superposicion fuente mas sumidero de igual intensidad

Consideremos una fuente de intensidad +m situada en un punto de
coordenadas (x,y) = (-a,0) y un sumidero de intensidad —m situado en
coordenadas (x’, y’) = (0, a) la funcién de corriente (en coordenadas
rectangulares) es:

W =W fente ¥ W Sumigero = M 19 [y/(x+a)] - mtg - [y/(x-a)]

La funcidon potencial es:

¢ = (pfuente + (psumidero =%2m ln[(X+a)2 +y2] —% min [(X+a)2 + yz]

usando identidades trigonomeétricas y logaritmicas las funciones quedan:
Y =-mtg[2ay/(x* +y*-a’)] =

Y =-(m/r) sen ©

¢ =Y2m In {[(x+a)> + y?J/[(x-a)>+y-]}

¢ = (m/r) cos 6
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Dipolo vy corriente uniforme

Consideremos el flujo uniforme en coordenadas polares y un dipolo
@=ux=urcosb ¢ =(k/r)cos 6
Yy=uy=ursenob W =(-k/r) sen ©

¢ = ux + (k/r) cos 6 = ur cos 0 + (k/r) cos © = cos 6( ur+ k/r)

W =uy + (-k/r) sen 6 = ur sen 6 — (k/r) sen 8 = sen 6 (ur —k/r)

Para que g = 0 necesita ser cero la funcion sen 0 o el paréntesis



De la primera opcion

sen 6=0cuando©=00180°

El paréntesis es cero cuando ur = k/r o bien r2 =k/u de donde r =V(k/u) =

La funcion de corriente cuyo valor es cero esta representada por un circulo de radio a
con centro en el eje x

La velocidad v esta dada por

v = dy/dr = usenb + (k/r?) senB = sen 6 (u + k/r?)

por el droll k = ua? Campo fluido de una fuente y un _sumldero de 1gua1 1ntens1dad en un campo ﬂuzdo
rectilineo umforme S representa, un punto de remanso» T e T L

v =sen 0 (u + ua?/r?)

para r = a (superficie del cilindrc

v=2usen®B
para 6 = 0°y 180°; v =0,
para 6 = 90°y 270° v= 2u




Sumidero mas torbellino en el origen

Esta combinacion se puede observar en la naturaleza. Se adapta bastante

bien al movimiento de un tornado o al desagtie de una banera.

Yw=mb —klinr y @=mlinr+k0




Corriente uniforme mas fuente en el origen: cuerpo infinito de Rankine

En este caso se suman las corrientes. Las ecuaciones son:

y=ursenB+ mo y g=ursen@+minr

el cuerpo formado no es una elipse, la semianchura aguas abajo en un punto
muy alejado esta dado por Tm/U y el radio es:

r=m(1-0)/u sen 6

Las componentes cartesianas de la velocidad son

u=d9dg/dy =u+ (m/r)cos 06 y vV = -09/dx = (m/r) sen B

U (max) = 1,260
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